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Caibidil 1

Réamhra

1.1 Codaigh

Is é is codach ann na tacar a fanann “casta” ar gach scédla, is fid ¢é chomh
beag agus atd sé. Sampla amhain de chodach is ea cdsta nadurtha ar bith. M&
fheiceann tu ar mhapa den domhan, feiceann td go bhfuil imlinte na mér-ranna
casta sa sli nach féidir linn iad a neasadh go maith le beagan mirlinte. T4 mapa
na hEorpa ar chomhchastacht leis: i gcomparaid le mapa an domhain iomlain,
ta castachtai na mér-ranna eile caillte, ach in a n-ionad feictear castachtai a bhi
ré-bheag chun a bheith infheicthe ar mhapa an domhain iomldin. Sa sli chéanna,
feictear castachtai nios i f6s ar mhapa na hEireann né ar mhapa chuid bheag
de chésta na hEireann in ionad chastachtaf na tiortha eile a chailltear sna mapaf
sin.

Feictear an feiniméan seo freisin i dtaobh méréan rudai eile sa nadir. Mar
shampla, mé fheiceann ti le micreascop cumhachtach ar chill chrainn amhéin
noé ar ribe eilifinte amhadin, td4 cuma chomh casta orthu agus ata ar an gcrann
noé ar an eilifint iomlan don tsuil nocht. Is é an castacht seo trasna gach scala
(né, le firinne, trasna méid moér scéalai) an difrfocht is tdbhachtai idir formhér
na rudai nadirtha sa domhan timpeall orainn agus formhér na tacair and fei-
dhmeanna matamaiticiila a chonaic td i do chursai matamaiticiila roimhe seo.
Mar shampla, abair go ndéanann tu graf y = f(z) i Maple, le feidhm ar bith
f gur féidir leat a scriobh sios. Is cuma an roghnaifonn tu iltéarmach, feidhm
trianténuil, feidhm easpénantuil, né log, né suim casta d’fheidhmeanna mar sin,
feiceann tu go n-imionn aon castachtai a bhi sa ghraf ar eatramh moér as radhairc
ma roghnaionn ti eatramh atd beag go leor. Mar shampla, b’fhéidir go dtugann
ordu den fhoirm

plot(f(x), x=-10..10)

léaraid casta go leor duit (de réir rogha na feidhme f), ach go rédhécha tugann
plot(f(x), x=-2.376..-2.375)

rud an-chéngarach do dhronline duit. Mar shampla eile, machnaigh ar thacar na
bpointi (z,y, z) a shasafonn 22 + 32 + 22 = r? i gcomhair uimhreach éigin r > 0.
Is sféar le ga r timpeall an bhunphointe é seo, agus mar sin t4 sé an-chuartha, ach
mé fheicimid ar chuid an-bheag ar bith de, t4 cuma réidh mar phiosa phlana air
(is d4 bharr sin go gereideadh le fada go raibh an domhan leibhéalta). Deirtear
go bhfuil tacar slim ma td cuma a théann i réidhe air de réir mar a éirionn an
scala nios ld: is é seo an contrarthacht direach de choincheap codaigh.
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Ar feadh fhormhér a staire, d’fhan matamaitic amach 6 chodaigh agus nior
pléadh ach amhdin tacair a raibh roinnt slime acu. Go deimhin, is i 1975 a
chumadh fractal/fractale (aidiacht/ainmfhocal), an focal Francach do chodach;
b’é Benoit Mandelbrot (1924-), an matamaiticeoir Polannach-Francach a chum
é. Fuair taighde ar chodaigh an-chuid cabhair agus spreagadh 6 theacht riomhairi
agus teaspainti ghrafacha nua-aimseartha.

Mar sin féin, luadh roinnt samplai de chodaigh fad6. I 1872, shainigh an
matamaiticeoir Gearménach Karl Weierstrass (1815-1897) feidhm f a bhi do-
dhifredlaithe ag gach pointe ach freisin leaninach ag gach pointe; anois ghlaofai
codach ar ghraf na feidhme sin. Ba deacair é sampla Weierstrass a shamhli ach
d’aimsigh an matamaiticeoir Sualannach Helge von Koch (1870-1924) sampla
i bhfad nios simpli i 1904. Tugann an coincheap de chéras feidhme atrialla sli
tabhachtach diinn chun codaigh a shainiu agus rinne daoine mar Poincaré, Fatou,
agus Julia mionfhiosri ar an gcoincheap seo go déanach sa 191 haois agus go luath
sa 200 haois. Pléifimid go chiuramach é i gCaibidli 2 agus 3.

Chonacthas tacair den tsaghas seo mar thacair iargilta aisteacha go dti gur
chuir Mandelbrot chun suntais na hairionna ata i gcoitianta acu: mar shampla, i
gcas a bhformhér diobh, ta siad féinchostil, agus ni slanuimhreacha iad a dtoisi.
Pléifimid i gCaibidil 3 cad is brf le toise codénach, ach sainfodh a leithéad de rud
go luath sa 204 haois. Scaip Mandelbrot eolas i measc an phobail ar chodaigh
freisin tri theaspedint gur samhlacha réadila agus usdideacha iad i gcombhair
moéran feiniméin nadurtha, mar shampla

cruth chéstai agus gnéithe geolaiochta eile;

struchtir plandai, soithigh fola, agus scamhdga;

e praghasanna sa stocmhargadh;

Bringhluaisne.

D’4itigh sé go raibh codaigh nios imfhiosai agus naddrtha na na rudai slime sa
mhatamaitic traidisiinta. Ar leathanach 1 de The Fractal Geometry of Nature
[11], deireann Mandelbrot:

Clouds are not spheres, mountains are not cones, coastlines are not
circles, and bark is not smooth, nor does lightning travel in a straight
line.

Toisc go bhfuil codaigh casta go dichasach, is maith an rud é roinnt coincheap-
tha réasinta simpli a bheith againn chun roinnt da n-airfonna is tabhachtai a
achoimriu. Ceann de na coincheaptha is tdbhachtai den tsaghas seo is ea toise
tacair. Is amhlaidh gur ann do roinnt mhaith coincheaptha éagsiila de thoise ach
aontaionn siad go 1éir lenar gcoincheap imfhiosach de thoise i gcomhair tacar slim.
Mar shampla, t4 toise ghraf feidhme slime y = f(x) cothrom le 1 (mar td4 cuma
mirline ar aon chuid bheag de), agus té toise sféir cothrom le 2 (mar t4 cuma
phldna ar aon chuid bheag de). Ach de ghnath ni sldnuimhir é toise chodaigh!
Pléifimid cupla choincheap de thoise i gCaibidil 3: t4 toise Minkowski nios simpli
nd toise Hausdorff, ach t4 airionna nios deasa ag an dara ceann agus ligeann sé
diinn coincheaptha mar fhad agus achar a chur i bhfeidhm ar chodaigh.
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1.2 Coérais dhinimiciila agus anord

Is décha gur chuala td am éigin an frésa Iarmhairt an Fhéileacdin (But-
terfly Effect as Béarla), comhchiallach faiseanta beoga d’anord. Go deimbhin,
b’é The Butterfly Effect tideal scannain 6 2004 ina nglac Ashton Kutcher an
phriomhphdirt. Cuirtear an smaoineamh féin i leith an meitéareolai Meiricednach
Edward Lorenz (1917-) a thug léacht i 1972 dar teideal Predictability: Does the
Flap of a Butterfly’s Wings in Brazil Set off a Tornado in Texas? B’fhéidir gurb
é an gearrscéal A Sound of Thunder a scriobh Ray Bradbury i 1952 a spreag an
tagairt d’fhéileacan: sa scéal seo, seasann amthaistealai ar fhéileacin de thimp-
iste san am atd thart i bhfad, agus is é sin cuis athruithe méra san am i lathair.
Bhi smaoineamh Lorenz bunaithe ar an bhfiric gur cosuil leis gur ball { an aimsir
de na cérais thisluacha sin inar bhféidir le dha thacair de thisluacha A and B
ata an-chostil d4 chéile (b’fhéidir gurb é bualadh sciathdin fhéileacdin an t-aon
difriocht eatarthu) a bheith comhfhreagrach le réiteacha (.i. aimsir sa todhchai) a
fhorbraionn ionas go méadaionn an difriocht beag seo le himeacht ama go dti go
bhfuil sé an-mhér (b’théidir gurb é tornddé an difriocht eatarthu) tar éis tréimhse
sach fhada (bliain, mar shampla).

Bhi samhaltd matamaiticidil na haimsire ina fhiorthosach sna 1960idi nuair
a rith Edward Lorenz samhlacha turgnamhacha simpl{ ar a riomhaire. Tar éis do
seicheamh amhain a rith, shocraigh sé mar eolai maith chun é a athdhéanambh,
agus mar sin d’athiontrdil sé uimhir éna aschur, a bhi leath bealaigh tri she-
icheamh tréimhsi ama, agus lig sé dé rith ar aghaidh aris. Ag an am sin, bhi na
rfomhairi nios maille, agus mar sin d’imigh sé as an &it, agus tar éis teacht ar ais
do, bhi ionadh mor air toisc go raibh na torthai an-difriuil 6 thorthai an chéad
turgnaimh. Faoi dheireadh thuig sé an chuis: toisc go raibh beagan leisce air ag
an am, bhi an uimhir 0.506 iontrélaithe aige in ionad an uimhir 0.506127 a bhi san
aschur. Roimhe sin ghlac sé leis go bhfanfadh earraid beag, beag sa toghchai, ach
ina it sin, d’éirigh an earraid i bhfad nios mé. Tar éis turgnaimh breise, fhion-
naigh Lorenz gur cuma cé chomh beag is ata an difriocht idir dhé choinniollacha
tosaighe—fitl amha&in difriocht sa 204 ionad deachilach, difriocht a bheadh i bh-
fad ré-bheag chun é a thomhais—i ndeireadh na dala beidh réitigh an-difritla
acu. Toisc gur ciallmhar an rud é iarracht a dhéanamh ar earrdidi thomhais a
ifoslaghd ach nf féidir linn riamh iad a scrios amach go hiomlan, leanann sé 6 seo
nach bhfuil déchas ar bith ann chun réiteach fadtéarmach a aimsii cé go bhfuil an
céras sothuartha sa ghearrthéarma (.i. is féidir linn na cothromdidi a réiteach go
huimhriuil ceart go dti aon chéim chruinnis gur mian linn). T4 go leor cérais den
saghas seo atd spledch go hiogaireach ar choinniollacha tosaighe agus is ceann de
na hairionna sainidla de choérais anordila é seo i gcomértas le corais cobhsai.

Pléadh spledchas iogair ar choinniollacha tosaighe agus cobhsaiocht céras i
bhfad roimh Lorenz. Céirigh Oscar II, Ri na Sualainne agus na hloruaidhe
comortas matamaiticitil i 1889 chun a 600 breithld a cheilitradh. Bhi duais
ann don phdipéar is fearr a bhi baint aige le ceann ar bith d’fhadhbanna mata-
maiticiila deacra éagsula. B’é an matamaiticeoir Francach cailiiil Henri Poincaré
(1854-1912) a bhuaigh an duais i gcomhair a phéipéar ar fhadhb tri chorp (cur
sios a dhéanamh ar ghluais tri chorp, mar an ngrian agus dha phldinéad faoi
imtharraingt). Anseo d’thorbair sé codanna tabhachtacha de theoiric chéras din-
imicitil agus de theoiric anoird. Go hairithe thaispedin sé go bhféadfadh gluais
tri chorp a bheith éagobhsai agus anorduil.
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Tosnafonn cilra d’obair Poincaré leis an matamaiticeoir/fisici céilidil Sasanach
Isaac Newton (1643-1727), a chruthaigh go bhfuil grianchéras dha choirp (.i. an
ghrian agus plainéad amhain) peiriadach (agus mar sin cobhsai go hiomldn). T4
fadhb tri chorp i bhfad nios deacra agus anois is eol diinn nach féidir é a réiteach
go cruinn. D’ainneoin doriofacht an réitigh cruinn, b’fhéidir gur féidir linn a ra ar
a laghad an bhfuil an céras cobhsai n6 éagobhsai. Bheadh an céras neamhcobhsai
dé mba rud é go raibh sé spledch go hiogaireach ar choinniollacha tosaighe, né
nios measa fés: an mbeidh an domhan i gecénaf ag an bhfad céanna (né beagnach
é) 6n ngrian, né an déanfaidh an domhan bis isteach sa ghrian né amach fad
6n ngrian de bharr imtharraingt na bplainéad mér? Rinne an matamaiticeoir
Francach cailiiil Pierre-Simon Laplace (1749-1827) iarracht ar an fhadhb seo a
réiteach tri ghlacadh le roinnt simplithe, ach go tubaisteach chuir na simpithe seo
a chuid oibre 6 bhailiocht. Is amhain tar éis obair Poincaré gur thuig le daoine go
geuirfeadh beagnach aon simplii réasunta den fheidhm an réiteach é bhailiocht
san fhadtéarma. Go buntusach nil aon aicearral ann mas maith leat an fhorbairt
fhadtéarmach de chéras anorduil a riomhadh 6 na coinniollacha tosaighe.

Nios déanai rinneadh roinnt dul chun cinn bhreise ar fhadhb chobhsaiocht
an ghrianchérais. D’fhorbair na matamaiticeoiri Andrei Kolmogorov (Riiseach;
1903-1987), Vladimir Arnol’d (Ruiseach; dalta de Kolmogorov; 1937-) agus
Jirgen Moser (Gearmanach-Meiricednach; 1928-1999) an teoiric ar a nglao-
tar teoiric KAM anois. Deireann toradh amhdin den teoiric cumhachtach seo
diinn go bhfuil grianchéras cobhsai ma ta sé muinte go leor, ach ni thugtar frea-
gra dudinn i leith ar ngrianchéras féin. Ar an dtaobh eile, i ngrianchérais até
fidin go leor is cinnte go bhfuil fadhbanna: d4 mba rud é go raibh mais Iipatair
nios mo6 faoi 100 nd mar atd sé, athréfai fithis an domhain an oiread sin nach
bhféadféd beatha den saghas ar a bhfuil aithne againn maireachtdil. An bhfuil
ar ngrianchéras ar an dtaobh ceart den line dhealaithe idir cérais muiinte agus
cérais fidine? Nil a fhios again! Dar nddigh, fid amhdin més céras muiinte é
ar ngrianchéras, nuair atd tréimhsi an-fhada 4 phlé againn is ga duinn a bheith
buartha faoi éifeachtai imtharraingteacha taobh amuigh d’ar ngrianchéras féin:
b’fhéidir go ndruidfeadh réalta éigin ré-chongarach ddinn agus go geuirfeadh si
ar ngrianchodras trina chéile, né b’fhéidir go gcuirfeadh abhacréaltra ar gceantar
den Réaltra trina chéile.

Maidir aris leis an tsimpliocht choibhneasta d’ar ngrianchéras ar leith, mheas
an matamaiticeoir Francach Jacques Lasker go huimhridil i 1989 go méadofal
earraid tosaigh de 15 méadar i sulomh an domhain ar a fhithis le himeacht ama
go dti nach mbeimis in ann aon rud a ra faoi shuiomh an domhain ar a fhithis
tar éis 100 millitin bliain, né mar sin.

I gcds moran cérais, is féidir iad a fheicedil go teibi mar thacar sonrai D
(mar shampla i gcés fithise an domhain, is iad na sonrai nd luas agus sufomh
an domhain i gcoibhneas leis an ngrian), in éineacht le feidhm f a thugann na
sonrai nua diinn aonad amhdin ama sas todhchai (b’fhéidir bliain i gcds an
domhain). Mds maith linn dul dh4 aonad ama sa todhchai, is iad na sonraf nua
ansin nd f(f(D)); go gearr scriobhaimid mar f2(D) é seo. T4 an cheist faoi
stait an chérais tar éis 100 milliin aonad ama ar chomhbhri le riomhadh luach
F100000000( 1) De ghnéth ni hé luach cruinn an rud sin ina bhfuil suim againn
ach ina 4it sin teastafonn uainn a aimsii an bhfuil f190000000( %) céngarach do
F100000000( 1) gach am atd na tacar sonrai D’ and D céngarach dé chéile. I gcas
cérais cobhsali, is fior é sin, ach i gcds corais anordila, ni fior é mé roghnaimid
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péire tipicitil de thacar sonrai D, D’.

Mhol Lorenz mionscrudid a dhéanamh ar fheidhmeanna cearnacha simpli
costil leis an bhfeidhm loighistic ¢ : R — R, g(z) = Az(1 — z), A > 0, mar
shamhlacha maithe do chérais anordila casta costil leis an aimsir. Sa 14 até in-
niu ann tuigimid dinimic na feidhme loighistice maith go leor, agus tabharfaimid
mionchuntas ar an abhar sin sna nétai seo.

1.3 Na nétai seo

Leanann beagnach gach cruthinas sna nétai seo 6 theoiric bhunusach d’theidhm-
eanna leaninacha agus indifredlaithe ar R, mar a fheictear { i gcursa calcalas
na chéad bhliana. Anois is arfs, déanfaimid tagairt do spasanna méadracha
ach formhér an ama, ni dsdidfimid ach amhdin an méadrach (fad) Eoiclideach
coitianta ar R. Déanfaimid roinnt turgnaimh le Maple, agus mar sin beidh ort
Maple a 1sdid chun na codanna sin a thuiscint agus a scridi go hiomlan.

Gaeilge. Scriobh mé na noétai seo as Béarla i dtosach agus ansin d’aistrigh mé
go Gaeilge iad. Bhi na focldiri seo a leanas an-tisdideach: O Dénaill [20], de
Bhaldraithe [19], agus an Focléir Eolaiochta [21]. Bhain mé dsaid freisin as na
suimh Ghréaséin seo a leanas: [22] (focl6ir Gaeilge-Béarla-Gaeilge), [23] (graiméar
cuimsitheach), agus [24] (leathanach baile do liostai téarmaiochta cuimsitheacha
éagsula). I gcomhair aon fhocal matamaiticeach nach dtuigeann ti sna nétai seo,
ba cheart duit féachaint i dtosach sa ghluais ata ag deireadh na nétai. Go hairithe
faightear ann aistritichain Béarla do bheagnach gach tearmé a scriobhtar i gcld
throm sna nétai seo (agus roinnt téarmai eile freisin).



